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BREST
DL n%-2: corrigé

Electromagnétisme (ccp 2007 MP)

|. CONDUCTEURS — CONDENSATEURS — CAPACITES

1. Conducteurs — Propriétés.
a. Distinction entre conducteur métallique et isolant

Dans un conducteur métallique existent des élestdenconduction non liés aux atomes tandis
gue dans un isolant les électrons sont liés auredo

Les métaux, le corps humain et I'eau du robineagée d’ions) sont des conducteurs électriques.
Les plastiques, le verre et I'eau pure sont ddanss ('eau pure est tres légerement conductrice).

b. Conducteur en équilibre électrostatique.

Un conducteur est en équilibre électrostatique reil s’y produit aucun courant. Dans un tel
conducteur, le champ électriquﬁ est nul, la densité volumique de chargeest nulle et le

potentiel électrostatiqué est uniforme et constant.
Si I'on apporte des charges excédentaires a urcdetlucteur, elles se placent en surface

définissant en chaque point une densité surfaciuehargeo telles que le champ électrique
intérieur reste nul.

c. Conducteur métallique creu.

Dans une telle cavitéE, = 0, p, =0, o, =0 etV, est
uniforme et constant, de méme valeur que le patedti —
conducteur. Next

Si I'on ajoute des charges excédentaires, celles-piace
sur la surface extérieure du conducteur.

d. Théoréme de Coulomb.

Enoncé Etant donné un conducteur placé dans le videngioint M de sa surface extérieure, le
champ électrique en un poiMM ,, extérieur au conducteur, immeédiatement voisin deebt
orthogonal a la surface et a pour valeur algébriguapport entre la densité surfacique de charge
0 au point M et la permittivité du vide,.

Formulation: n.,, étant le champ de vecteur normal & la surfaceigédrers I'extérieur,

ext

O'—>
E=—
£ Mext

2. Conducteurs — Capacités.

Q

a. Expression de la capacité.= v

Remarque il faut bien entendu préciser, cela n'est pas dans I'énoncé, que le potentiel est
choisi nul a linfini. C’est une condition nécesgaipour pouvoir parler de la capacité d'un
conducteur seul dans 'espace.
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b. Calcul de capacités de conducteurs.
b.1. Conducteur plan

Cette question n’a ni queue ni téte comment peut-on envisager un conducteur plégailibre
électrostatique, qui ne soit porteur de chargessgueine seule face ? La symétrie du conducteur
implique que les deux faces soient également chardéa symétrie impose aussi que la densité
surfaciqueo ne soit fonction que de la distance au centre idgueé, mais en aucun cas cette
densité surfacigue ne saurait étre uniforme a ildga électrostatique : le pouvoir des pointes se
traduira par une densité de charge supérieur@ériphérie du disque qu’en son centre.
Si I'on fait I'nypothese que les charges sont umifément réparties sur une seule face, alors
=TIR° 0,, mais le potentiel créé par ces charges n’estipdsrme sur la surface du disque, il

ne peut s’agir d’'un conducteur et il est absurdpatéer d’'une « capacité ».

b.2. Conducteur cylindrique

La densité surfacique de charge ne saurait étferame que si la longuelidu conducteur est trés
grande par rapport au rayd®, du cylindre, de telle sorte que I'on puisse négligs « effets de
bord ». Poull > R,, nous avons alorsQ, = 21R, 1o,

Nous ne savons calculer le potentiel que dans dedaan conducteur cylindriqgue de longueur
infinie, mais dans ce « probleme d’école » nousmemen présence de charges a l'infini et le

potentiel ne peut en aucun cas étre choisi nuindini. Il est donc impossible de définir la
capacité (méme linéique) d’'un conducteur cylindriqe seul dans I'espace

Note: Je n’'ai pas connaissance de la fagcon dont ces gieestions absurdes qui incitaient les
étudiants a dire des bétises ont pu étre notées.

b.3. Conducteur sphérique

Cette fois il était inutile de préciser que la de#nsurfacique est uniforme : il s’agit d’'une
nécessité en réponse a la symétrie sphérique.

Nous avons alorg, = 41R; 0 5.

Le théoréme de Gauss nous permet de calculer implédectrique a I'extérieur de la sphere,
identique au champ qui serait di a une charge peltetQ, placée au centr®, de la sphére,
soit :

—_1Q R§0

=56 _5'¢

TEq I gqr 2
Le potentiel se calcule alors par circulation darop :

V(r)=V()-| Er= I4rTsOQ3 4%0{}} :44%;

[ee]

Q

A la surface de la sphere, le potentiel a poururalg = —=—
0

et 'on en déduit I'expression de
la capacité de la sphére conductrice seule daspaoe :

G, = =41 R,

w<|o
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3. Condensateurs — Propriétés.
a. Qu'appelle-t-on condensateur électrique ?

Un condensateur électrique est un ensemble de amnducteurs dont I'un est sous l'influence
totale de l'autre, c’est-a-dire que toutes lesdigmle champ issues de I'un arrivent sur l'autre.
C’est le cas, en particulier, lorsqu’un conductesirsitué dans une cavité d’'un autre conducteur.

b. Parmi les condensateurs (plans, cylindriques, gjpings), citer trois types de condensateurs usuels.

Quel est le sens de la question ? Doit-on parlefiffierentes technologiassuelles ? Par exemple
en répondant :

Les condensateurs a air : deux simples plaquedligé¢s en regard.
Les condensateurs de technologie « mylar » ouaimigue », de faibles capacités.
Les condensateurs chimiques, polarisés, dont [gscdas peuvent étre plus importantes.

c. Théoreme de Gauss

Enoncé Etant donnée un répartition quelconque de clsaédectriques dans le vide, le flux
sortant@- du champ électrique a travers une surface ferraéanqueS est egal au rapport de

la charge électriqu&,, intérieure a la surfacgpar la permittivité du vide,.
. — = — ant

Formulation: ¢z = E [h,, dS=—"
s €

4. Condensateurs — Capacités.

a. Relation entre les charg€y, et Q.

D’apres le théeoréme des éléments de surface
correspondants, les charges portées par les
surfaces A et Bi sont opposéeQ, =-Q;; .

b. Condensateur.

La charge du condensateur est €gale a la charbendede ses électrodes, par exemQle Q, .

Qa

La capacitéC est alors définie comme étant fondamentalemerntiyos C = Vv
A~ VB

c. Détermination de capacités.
c.1.Condensateur plan

) . S : .
Sans démonstration, don€:=¢,— (Note: assurez-vous que vous sauriez le démontrer !)
e
Application numérique La valeur deg, n’est pas donnée dans I'énoncé, mais I'on sait que

avecyl, = 4mx10" NOAZ etc=3,00x 1¢ nils'.

R n(6x102)’

= 5 = 5 :4X10_11: 40 pF
HoC e 4n><1cr7><(3>< 16) x 2.5% 10°

Charge du condensateu®:= CV =4x10*x 150= & 10° G 6 n
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c.2.Condensateur cylindrique

Note: Nous ne savons faire ce calcul que dans le @& loauteuh est tres grande par rapport
a R,, de telle sorte que les « effets de bords » puisiee négligés. Bien que cela ne soit pas
précisé dans I'énoncé, nous ferons cette hypothése.

Si I'on néglige les effets de boerde condensateur ainsi formé présente une symétrie
d’invariance par translation parallele a I'axe dgbndres et d’invariance par rotation autour
de cet axe, comme si les cylindres étaient infil8sit, en coordonnées cylindriques :

E=E(r)e

Appliquons le théoréme de Gauss sur une surfaceéterconstituée d’'une surface latérale
cylindriqgue coaxiale aux conducteurs et de hauteetr de « couvercles » circulaires : le flux

sortant d’une telle surface se réduit au seul fuxh E, (r) a travers la surface latérale, tandis
que la charge intérieure est égal@ale théoreme de Gauss s’exprime donc ainsi :

0. :@Sﬁugd&znrhg( )=

€9
Et nous en déduisons I'expression du champ éleetr@nptre les armatures du condensateur :
E=_ 2 ¢
21 rh

La différence de potentiel s’exprime par I'opposdalcirculation du champ :

—_ R
Vl—V2=— EEH[':—&J. ﬂ:iln&
2.1 2reghJr, 1 2Eh R

Nous en déduisons I'expression de la capacité ddestsateur cylindrique idéalisé sans effets

de bord :
C= 21 h
In&
Dans le cas olR, = R + e avecex R, nous pouvons exprimén& par un développement
o : oo R e|_e e
limité au premier ordre et écrirdn—==In| 1+ — |=—+0| — |.
R R) R R
Nous en déduisonsC = 2meRh_ soi
e e

Commentaire dans cette limite, les courbures sont trés dgildt le condensateur est alors
assimilable a un condensateur plan.

c.3.Condensateur sphérique

Du fait de la symétrie sphérique du probleme, neagnsa priori que le potentiel est une
fonction scalaire de la seule variablden I'absence de charges volumiques, le potth(eI)
est solution de I'équation de Laplace :

AV :ii(rzﬂ] =0
r2 dr dr

Nous en déduisons quécclj—\r/ =K et donc, par intégrationV (r) = Kjd—zr = —$+Cte.
r
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Dés lors, le champ électrique a pour expressiBn= —gradVv = -

6__Q
g, 4mR,

application du théoreme de Coulomb, nous pouvon'saéo—% =
Q[1_1)1_Q
\ -V = ===
(R)-V(R) = C
TIEO :4T[EO RiRZ
11 R,-R
R R
Enfin, dans le cas olR, = R+ e avec ex R, la capacitéC, prend la forme approchée :

C3:4T[50R1(Rel+ 5328047[:)12 =€ i.

% e

D’ou I'expression de la capacité du condensateésgue :C; =

Commentaire Les courbures étant tres faibles, nous retrosiv@xpression de la capacité
d’'un condensateur plan.

[I. CONDENSATEUR SPHERIQUE : Systeme Terre-ionosphee
1. Exprimer le champ électrostatique

Comme nous l'avons déja vu a la question 1.4.4€3.,
champ électrostatique a pour expression :

. Q- 9 -

4TE o 2 o 41E, (R+ 2)°

2. Potentiel et capacité

L’expression de la différence de potentiel, déja aua
question 1.4.c.3., est :

V(R)-V(R+ 3= —Q [%- Ri j

41, z
AvecV (R)=0, celadonneV (R+ 2 = Q z
’ ate, R(R+ 2

Nous en déduisons I'expression de la capadié4re, R[1+B]

3. Applications numériques
Avec z, =60 km et R=6000 km, nous sommes bien dans I'approximatiBn> 7, qui permet de
2
considérer qu’il s’agit d’'un condensateur plad = 4T|z~:0i = eo—s
%

2
L'énergie électrostatique a pour expressmerll:% CV? = Zmoi %
Z,
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Au niveau du sol, le champ électrique a pour vaBur — ¢ = - cv Se=- XE
€ 4me R Z,
2
- - R 1 (6x10)
Applications numériquesC = 41e, — = =0,067 F

z, 9x10 60« 18

We|=%CV2=%><O,067><(360< 16)2: 4,32 10 3 4,32

|- Vv _360000_c o
Zz, 60000

4.Charge de la Terre

La densité surfacique se déduit du champ par led®iCoulomb o=¢,E, :—so‘ﬁ‘ et donc

-Q=41RP0 =¢,E = -4, F?‘TE'
6

L L 1 =
Applications numériques 0O=-— ‘E ‘ =- 5
HoC amx107 (3 16)
—Q=- 4"2 [E[=-2,4x10' c=-24 k¢
HoC
5.Lors d’'un orage...
. —_V _10° _ 4
Les nouvelles valeurs numériques so‘rﬁl‘.— Z 15 =10° VIn
z,
1 = 10
0= alEl=
HoC 4mx107 ( 3« 16)
@ =~ R[E|=-0,4x10 C=-0,4 G¢
HoC

Lors d’'un orage, les éclairs correspondent a delsadges électriques trés rapides.

=-5,3x10" dinf

~=-10,88x10° Q1M

[Il. CONDENSATEUR PLAN : Circuit RC (en quoi ces condensateurs sont-ils plans ?)

1. Circuit RC : Filtre du 1°" ordre.

a. Nature du filtre.

5

En basse fréquence, le condensateur équivaut a un
interrupteur ouvert, le courant dans la résistastenul

et la tension est donc transmise. En haute freguéac U,
condensateur équivaut a un fil et la sortie estcdon
court-circuitée : la tension de sortie est nulles’agit

d’'un filtre passe-bas du premier ordre.

b. Fonction de transfert.

1
Par division de tensionH = Co__ _1 -1 - 1_ avecw, =
.1 +r 1+JRCw 1+jg 1+ jx
ICw OV
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c. Diagramme de Bode.

En haute fréquencey ~_i soit :
jX

Gy =—20Ilgx ce qui correspond a une pente’asyimptote de- 20 dB/déca

I
¢ - 5
GdB 3
0,01 0,1 0 1 10 100 X (échelle Ig
AN
N
N
-20 .
\\
\
\
\\
-40 i
0,01 0,1 ¢ 1 10 100 X (échelle Ig
o — 0
h..\
~
\
N
N\
\\
\
N
\\M
_L[ “‘H“"-—_
2
2. Circuit RC : Filtre du 2°™ ordre.
a. Nature du filtre
En basse fréquence, les
condensateurs équivalent a des || U 3=|U
interrupteurs ouverts, le courant reml R 7'y
d’entrée est nul et la tension n’est c

donc pas transmise. En haute
fréquence, les condensateurs 85 e | I
eéquivalent a des fils et la sortie est
donc court-circuitée : la tension de
sortie est nulle. Il s’agit d’un filtre
passe-bande du second ordre.
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b. Fonction de transfert.

Par division de tension, la tension de sortie sex@rcomme une fraction de la tension

1
intermediairey; : U;=U, 1JC(‘) = L_li =Y . Qi_
ICw W

C

Cette tension intermédiaire s’exprime en applig@mte noeud le théoreme de Millman

UI
(jc:w+%+%jgi =ejCau, sot (2+ U, =Ul+ kUL =(2+ i) (1 U

" -

Ce qui devientH' = - X X

1-(2+ jx)(1+ jx) 1+ 3jx - x*

o=

D -

c. Diagramme de Bode.

Gy = +20Ig x
En basse frequence] ~ jx soit : b+ T
1 Gys = —20Igx
En haute fréquence{ ~ — soit : T
JX ¢ - —
2
GdB i
0,01 0,1 0 1 10 100 X (échelle Iy
///
d N
R
N
v -20 3
A
//
/ \\
/ N
\\
-40 ~
¢
T
—~=I +§
™~
\\
N .
0,01 0,1 AN K 10 100 X (échelle Ig
O\
\\
.
T T~———
2
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d. Pulsations de coupure-8 dB, bande passante.
Pour x=1, nous avonsG,,, ::—1%. Le gain en décibel est diminué de 3 dB lorsqueali@ est divisé
1 1

(axjigzm

X

par J2, pour les valeurs desolutions de I'équationG =

2
Ce qui s’écrit :(l—xj =9, soiti—x: +3 ou encorex’ +3x-1=0.
X X

Nous avons affaire a deux équations du second @elgnéttant chacune une racine positive :
V13-3_w o x _13+3_w,

Remarque ww, = wa
5 0, 2 5 @ ( que w0, o)

La bande passante a pour expressiam = w, —w, = (\/1_:; 3 \/T:;_ ?’]mo = 3w, ZR_SZ
V. CONDENSATEUR CYLINDRIQUE : Cable coaxial.
1. Equation de Maxwell-Faraday sous forme locale.
En régime sinusoidal et en coordonnées cylindrigitégyation de Maxwell-Faradayot E = —aa—?
s’écrit, le champ électrique étant radial :
0E, — 10E,— 0E(p,2) T
Pe,—— == ex t)g=— wB
0z p 00 0z p( w ) ® R
Le champE, comme le suggere I'énoncé, est donc bien orthalratia pour expressioE :Eg
1 05(p.2)
avecB, =—————exp( jwt
= jow 0z p(J )

2. Equation de Maxwell-Ampére sous forme intégrale.
N e =
L’équation de Maxwell-Ampére s’écritrotB = uO[J +80EJ
L’intégration de cette relation sur une surf&eelimitée par un contour fermé donne le théoreme

d’Ampere dans le cas magnétostatique et le « thedAmpere généralisé » dans le cas général. Il
convient alors de prendre en compte les « coutent&placement ».

H rotB [h, dS:qS BOdr= uoﬂ jan dSLuOJ.J. soa—EDp d
s c s s Ot
P
Courant réel Courant de
déplacement

Dans le cas présent, la densité de courant deaddpént est radiale et son flux est nulle a tralaars
surfaceS. Le théoréme d’Ampére généralisé s'écrit d@mpB, =, 1, (z) exp( jwt) et I'on en

déduit :
=y I—m (Z)
21p

B =H, exp( jot) &
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3. Equation de Maxwell-Ampére sous forme locale.

La densité de courant en volume étant nulle engoint (sauf bien sdr sur les cylindres conducteurs
ou cette densité est infinie), I'équation de Maxwiahpére s’écrit :

1 0By — 19 —_ 0B~ 105 _
2 oz P pap(pE) 0z ° 2 ot ”
. 0B, 1 0E, joo
Soit: - —===S-—=—=="+ ce qui s’écrit ici :
0z c® ot Ep g
2 dl
E, = _HoC 1 dla(2) exp( jodt)
— jw 2mp  dz
4. Onde de courant.
. fn s , 1 95, In(2) .
Nous avions déja démontré quBg = ——-—=— =, exp( jot).
— w 0z 21
. RPN ol IO
En fonction du courant, cette relation s ecrlt.d—ZZ +?|_m =0

I_m(z) est solution d’'une équation différentielle harnmu@ dont une solution est effectivement
I (2) = I,exp(~jkz), en posank =9
c
5. Champs réels.
Nous en déduisonse, = o 0 exp( j(wt-kz)) etBy = Holp exp( j(wt -kz))
-2 2mp 21

Ces expressions correspondent aux champs réels :

= _ HoClyg = 5 - Holo =
E =——cog wt-kz etB = cos|wt—kz
e G e G
Il s’agit donc d’'une onde progressive cylindriqueup laquelle nous pouvons définir un vecteur
d'onde k =ke . Notons que le triédré?,f,ﬁ) est direct, comme dans le cas d’'une onde plane.

Notons que le rappo41§m§‘ est égal a la vitesse de la lumiere, comme damrsded’'une onde

plane. En bref, cette onddaralementne structure locale d’'onde plane.
6. Vecteur de Poynting.

Par définition :S = EHDB HoClo ( cos(wt- k@)
0

0cI

La valeur moyenne d’un cosinus au carré étant e;galenous avons doné:S> 8120’ q
Y

Le flux de<S> correspond a la puissance transportée par I'onde.

P ” EedSI UoCloxz o= uoclj dp_ uocloln&
couronne L R P 4T Rl

JLH 16/01/2008 Page 10 sur 10



